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»

ûÝûKðQìÉüÉúy5

�

˜

öÝð°�-ë��?ð’ùÀð�õMócíqïÑó‚û•ë�
�ðQó

W j
ë)ê‚ð�üÝð�‚ÑìÝðQüþë?óZõ™öÝð�éŒê‚õcöÝé�
?é8ìÑë?ù¢
 éŒîÛûÑùÀðQîÛðQìOõcó-éŒñ

V j
ú•ì

V j � 1
ôÝõcöhíÝó

V n = V 0 � n
j =0 W j :

,

ìOõ™ê‚éqüÉí�
 ú•ì�
�õcöÝðÛéŒê‚õcöÝé�
?é8ìÑë?ù�ûÝê™é'—}ðG
�õ‚éŒêxéŒì

V j
ô

P j : L 2([0; 1]d) ! V j
ë?ìÉü.
�é8ì��

ó™ú•üÝð�êcú•ì�
 ë?ì é?ûKð�êŸë)õ‚éŒê

T : L 2([0; 1]d) ! L 2([0; 1]d)
ôS�Óð üÝð�‚ÑìÝð¬úÀõ™ó�ûÝê™é'—}ðG
�õ™úÀé8ì

T j : V j ! V j
ë?ó

T j = P j TP j �? 

ð�ë?ù•ó‚éÆ
 éŒìÉó™ú•üÝð�ê�õcöÝð�é?ê™õcöqé�
Œé8ìÑë)ù ûÉê‚é�—}ð�
�õ™é?ê

Q j : L 2([0; 1]d) ! W j
ôOüqðK‚ÉìÝðQü�ë)ó

Q j = P j +1 � P j �•˜

öÝð³ìqé8ì��ló‚õŸë?ìÝüÑë)êcüÕñtéŒêcî

�¡�

�

ýCó‚ð�ð&ë?ù•ó‚é

�y�

�/�AñtéŒêZõcöÝð‡�Œð�ê™ócúÀéŒìþó‚ûKð�
 úƒë?ù•ú�­�ðQü'ñtéŒê½î>íÉùÀõ™ú��-ë��?ð’ùÀð�õ™ó�ÿ éŒñjõcöÝð>é?ûKð�êŸë)õ‚éŒê

T
ú•ó-õ™öÝð°
 éŒù•ùÀðG
�õ™úÀé8ì�é?ñ!
�é8îÛû•é8ìÝðQìOõcóHéŒñ�õcöÝðfõ™ðQùÀðQó4
�éŒûÑú�
Zð�5hû•ë?ìÉó™úÀé8ì

T n = (T n � T n� 1) + (T n� 1 � T n� 2) + � � � + T 0 = T 0 +
n� 1X

j =0

(A j + B j + C j );
ý

�

ÿ

�ÂöÝð�ê‚ð

A j = Q j TQ j
ô

B j = Q j TP j
ôAë)ìÉü

C j = P j TQ j �Q˜

öÝð�î$ë)ú•ìÌûÝê™éŒûKð�ê‚õ}ò

éŒñ õ™öÉú•ó³ð65qû•ë?ìÉó™úÀé8ì ú•ó³õ™öÑë)õ³õcöÝð&êŸë)õ‚ð&é?ñnüÝð�
�ë’ò5éŒñ õ™öÝðÕî$ë‰õ™êcúy55ðQùÀðQîÛðQìOõcó½é?ñ õcöÝð&éŒû��

ð�êŸë)õ‚éŒêcó

A j
ô

B j
ë)ìÉü

C j
ë��-ëQòþñtê™é8î õ™öÝðÍüÉúƒë	
?é8ìÑë?ùŽú•ó°
�é8ìOõ™ê‚é8ù•ùÀðQü ïhò õcöÝðÍìhíÝî�ïKð�ê

éŒñ��)ë?ìÉú•ó™öÉú•ì�
�îÛéŒîÛðQìOõcó½é?ñ õ™öÝð&ï•ë?ó™ú•óxë?ìÉü‡ôKñtéŒêxë‰‚ÑìÉúÀõ‚ð&ïÑíÝõfë)ê™ïÉúÀõ™êŸë‰ê™òøë�
�
�íqêŸë�
�ò

�
ô

õcöÝð
î$ë)õ™ê™úy5�ðQùÀðQîÛðQìOõcóHé8íÝõcó™ú•üÝð�ët
�ðQê‚õŸë?ú•ì�ï•ë?ìÉü›
�ë?ì�ïKð�ó™ð�õMõ™ét­�ð�ê™éÕê‚ð’ó™íÉùÀõ™ú•ì�
$ú•ì5ë?ì

ð�ê™ê™é?êZéŒñ�õcöÝð�ìÝéŒêcî+ùÀðQócóMõcöÉë?ì

� �C”

í�
Ÿöøï•ð’öÉë��qúÀéŒêÂéŒñjõ™öÝð�î$ë)õ‚êcúy5�ðQùÀðQîÛðQìOõcóMïKð�
�é8îÛðQó


 ùÀðoë‰êfúÀñS�Óð&éŒïÑó‚ð�ê`�Œð&õ™öÑë)õxõcöqð$üqðQê™ú��)ë)õcú��ŒðQó½éŒñS0Œð�êcìÝðQù•ó³éŒñEÇHë?ù•üqðQê•È8ì��_É•ò•
8î>íÝìÉü¬ë?ìÝü

ûÑó‚ðQíÉüÝé'�lüÉú�ŠKð�ê™ðQìOõ™úƒë?ù�é?ûKð�êŸë)õ‚éŒêcóÂüqðG
�ë’ò�ñCë?ó‚õ™ð�êMõcöÉë?ì'õcöÝðp0Œð�êcìqð’ù‡úÀõcó‚ðQùÀñ

��,

ñˆ�nð�íÉó‚ð�õcöÝð

˜

ë’òqùÀéŒê»ð65qû•ë)ìÉó™úÀé8ìÕéŒñ•õcöÝð¯0?ðQê™ìÝðQùÑõ™é�ðQó‚õcú•î$ë)õ‚ðÂõcöqð½î$ë)õ™ê™úy5ÛðQùÀðQîÛðQìOõ™ónë��-ëQò&ñtê‚é8î õcöÝð

üÉúƒë	
ŒéŒìÑë?ùËôÉõ™öÝðQì5õcöÝð�ócú�­�ð�éŒñ�õcöÝðQó‚ð�ðQùÀð’î&ð’ì8õcóÂú•ów
 éŒìOõ™ê‚é8ù•ùÀðQü'ïhò5ë$öÉú�
8ö5üÝð�êcú��)ë)õ™ú��Œð
éŒñ

õcöÝð«0Œð�ê™ìÝðQù�ó™ú•ì�
�ðfõcöqðp�)ë?ìÝú•ócöÝú•ì�
ÕîÛé8îÛðQìOõ™óHð’ù•ú•îÛú•ìÑë)õ™ð½õcöÝð
ùÀé/�nðQêÓéŒêcüÝð�ê-õ™ð�êcîÕó

� �

�

�

»

ûÉûÉùÀòqú•ì�
ÛõcöÝð
ìÝéŒì��ló‚õŸë?ìÉüÉë)êcü�ñté?êcî
õ™é$ë&ñFíÉì�
 õ™úÀé8ì‡ô��nð«�-êcúÀõ™ð

T n f = T 0f +
n� 1X

j =0

(A j (Q j f ) + B j (P j f ) + C j (Q j f )) ;
ýI�8ÿ

�



�ÂöÝð�ê‚ð
õ™öÝð
éŒû•ðQêcë)õ™é?êcó

P j
ë?ìÝü

Q j
ë)ê‚ð�ú•ìÝó™ð�ê‚õ™ðQü�õ™é$ú•ìÉüÝú�
Që‰õ™ðfõ™öÝð�ìÝð�
�ðQó™óŸë‰ê™òÍûÉê™é'—}ð�
m�

õcúÀé8ìÝó>éŒñ-õcöÝð�ñFíÝì�
�õcúÀé8ì

f ���

ìÝð�éŒñMõ™öÝð'ë?ü��)ë?ìOõcë	
ŒðQó�éŒñMõcöÝð�ìqé8ì��ló‚õŸë?ìÝüÑë)êcü0ñté?êcî ú•ó

õcöÑë‰õfúÀõ
ë�
�
�é8íÉì8õcó³ñtéŒêxõ™öÝðÕú•ìOõ‚ð�êŸë�
�õcúÀéŒìþïKð�õg�Óð�ðQì üÉú�ŠKð�ê™ðQìOõxó]
�ë?ùÀðQóŽ�qúƒë�ë?ì éŒûKð�êŸë‰õ™éŒê_�

ú•ìÉüÝð�ûKðQìÉüÝðQìOõ�ûÉê™é'—}ð�
�õcúÀé8ì?š•õ™öÉú•ó�ûÝê™é'—}ðG
�õ™úÀé8ì¶ú•ó�ë)ûÉûÑù•úÀðQüÌë)ñtõ™ð�ê
ðK�)ë?ù•íÉë)õcú•ì�
øë?ù•ùŽéŒñHõcöÝð


�é8îÛûKé8ìqð’ì8õcóHú•ì¬ýr�8ÿ

��Ê

ë?îÛðQùÀò8ô~�Óð³éŒïÑó‚ð�ê`�?ð³õcöÑë‰õMë?ùÀõcöqé8í�
8öÍõcöÝð«
�é8îÛûKéŒìÝðQìOõcó

A j f +
C j f 2 W j

ú•ì ýr�8ÿ½ë)ê™ðÕë�û•ë)ê‚õféŒñnõ™öÝð$î>íÝùÀõcú��-ëK�ŒðQùÀðQõZð65qûÑë?ìÉó™úÀé8ì‡ô:õcöÝð�
 éŒîÛûKé8ìÝðQìOõ™ó

B j f 2 V j
ìÝð�ðQü�õ™é½ïKðÓûÉê‚é�—}ð�
�õ™ðQü�éŒì�õcöÝðHë)ûÉûÉê‚éŒûÉê™úƒë)õ™ðU�Hë��ŒðQùÀð�õAó™íÝïÉó™ûÑë�
�ð’óAõ‚é³é?ïÉõŸë?ú•ì

õcöÝð«‚ÑìÉë?ù�ê‚ðQócíÝùÀõ

�¡�

�

�

ËZìÝñté?ê™õcíÝìÑë)õ™ðQùÀò8ô’õcöÝð-ó‚û•ë)êcó™úÀõ…ò
éŒñ•õ™öÝð-ìÝé8ì��ló‚õŸë)ìÉüÑë)ê™ü>ñtéŒêcî ú•ìÝüÉí�
�ðQü>ïhò�õcöÝðO�)ë?ìÉú•ó™öÉú•ì�


îÛé8îÛðQìOõ™óŽéŒñ•ï•ë?ó‚ðQó ú•ó ìÝéŒõ ócí���
 úÀð’ì8õ ñté?ê ûÝêŸë�
�õcú�
�ë?ùÑë?ù�
Œé?êcúÀõcöÝîÕóŽú•ì$üÉú•îÛðQìÉó™úÀé8ìÉóŽéŒõ™öÝð�ê

õcöÑë)ì

d = 1 �

èÉé?ê»ñCë?ó‚õŽûÉêcë�
�õcú�
�ë?ùÑë?ù�
?éŒêcúÀõ™öÉîÕójú•ìÕöÉú�
8öÝð�ê»üÉú•îÛðQìÉó™úÀé8ìÉóQô	�nðÂìÝð�ðQüÍë)ìÍë?ü•�

üÉúÀõcúÀéŒìÑë?ùhó™õ‚êcí�
�õ™íÝê™ðHñté?êjõ™öÝðHê™ðQî$ë?ú•ìÉú•ì�
xìqé8ì��r­�ð�ê™é«
�éhð���
 úÀðQìOõcó�éŒñ•õ™öÝðHê™ð�ûÉê™ðQó‚ðQìOõŸë‰õcúÀé8ì
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ðHíÉó‚ð-ó‚ð�û•ë)êcë)õ™ðQü�ê™ð�ûÉê‚ðQó™ðQìOõcë)õcúÀéŒìÉóAú•ìOõ™ê‚éqüÉí�
�ðQü>ú•ì

�

$Éô&%��Éë?ìÉü&ë)ûÉûÑù•úÀðQü�ú•ì&ë½î>íÝùÀõcúÀê™ðQó_�

é8ù•íÝõ™úÀé8ì¶ó‚ð�õ™õ™ú•ì�
5ú•ì

�)(

ô�*Éô

��+

ô

���

�

�1 

úÀõ™öÉú•ì¬õcöqð$ê‚ðQõcë?ú•ìÝðQü ï•ë?ìÉüÉóQô‡õ™öÝð�
 éŒîÛûKé8ìÝðQìOõ™óféŒñ

õcöÝðÍìqé8ì��ló‚õŸë?ìÝüÑë)êcü¶ñtéŒê™î"ë)ê™ð$ó‚õ™éŒê‚ðQü0ë?ìÉü0ë)ûÝûÑù•úÀðQü¶ú•ì0ë5ó‚ð�û•ë)êcë)õ™ðQü¬ê‚ðQûÝê™ðQó‚ð’ì8õŸë)õ™úÀé8ì

ë?ìÉü‡ô�ë?ó�ë5ê™ðQó™íÉùÀõ’ô�õ™öÝð�ìhíÉîÛð�êcú�
�ë?ù ë)ûÝûÑù•ú�
�ë)õcúÀé8ì éŒñHéŒûKð�êŸë‰õ™éŒê™ó
ïKð�
 éŒîÛðQó�ð���
 úÀðQìOõ�ú•ì

öÉú�
8öÝð�êMüÉú•î&ð’ìÝócúÀéŒìÉó

�

,

ì$õ™öÝðZìÝð65qõnó‚ð�
�õcúÀé8ì�ô'�Óð��Mú•ù•ùÉéŒê•
Oë?ìÉú�­�ð-õcöÝðÂõ™ðQùÀðQó4
 é?ûÑú�
Hð65qû•ë)ìÉó™úÀé8ìÕú•ìþý

�

ÿjüÝú�Š:ð�ê™ðQìOõ™ùÀò

õcöÑë)ì>ú•ì�ýr�8ÿ�ïhò°
�é8î�ïÉú•ìÉú•ì�
³ë?ù•ùOé?ûKð�êŸë)õ™úÀé8ìÉó"�ÂúÀõ™öÉú•ì�õ™öÝð

V j
ó™íÝïÑó‚û•ë'
 ðQóQô’õcöhíÉójë��?é8ú•üÉú•ì�


ð65qûÑù•ú�
 úÀõMë)ûÉûÉù•ú�
Që‰õcúÀé8ì�éŒñ�õcöqð
ûÝê™é'—}ðG
�õ™úÀé8ìÉóÓéŒñAõcöÝðféŒû•ðQêcë)õ™é?êMú•ì�õ™öÝð

W j
ó™íÝïÉó™ûÑë�
�ð’ó

�

Ì ÍÊã�äAçqÎˆ¾hä àQÅHÏ]ÐËã•â/À

 

ð»ó‚õcë)ê™õ�ïhò³üqð’ó4
�êcúÀïÉú•ì�
ÂëÓé8ìÝð6�lüÉú•îÛðQìÉó™úÀé8ìÉë?ù'
�é8ìÉó‚õ™ê™í�
�õcúÀé8ì³ñtéŒê•éŒûKð�êŸë)õ‚éŒêcó•é8ì

L 2([0; 1])
õ™é�ú•ìOõ‚ê™éqüÉí�
 ð>ë)ù•ù.õ™öÝð�ñtð’ë)õ™íÝê™ðQóZìÝð�
�ðQó™óŸë‰ê™ò�ñté?ê³ë?ì5ð���
 úÀðQìOõZî>íÝùÀõcú•üÉú•îÛðQìÉó™úÀé8ìÉë?ù.ë)ù�
Œé'�

êcúÀõ™öÉî

�

º�ð�õZíÉóZú•ìOõ™ê‚éqüÉí�
�ð�ìÝé?õŸë)õ™úÀé8ì'õ‚é�ó™öÝé/�1öÝé/�1õcöÝð�õ‚ð’ùÀðQó4
�éŒûÑú�
³ð65qû•ë?ìÝócúÀéŒì0ý

�

ÿHú•ó

íÉó‚ðQüž�MöÝðQì¬ë)ûÉûÑùÀòqú•ì�
'ë?ì éŒû•ðQêcë)õ™é?ê³õ™é'ë�ñFíÉì�
�õ™úÀé8ì

�C,

ñS�ÓðÕë‰ûÉûÑùÀòøõ™öÝð&ûÉê‚é�—}ð�
�õcúÀé8ìøéŒñ

õcöÝð$éŒûKð�êŸë‰õ™éŒê

T j � 1
ìqéŒõ�é8ìÌúÀõcówÑvìÑë‰õcíÝêcë?ù ó4
�ë?ùÀðHÒ

j � 1;
ïÑíÝõ�é8ì¶õcöÝð�‚ÑìÝð�ê>ó4
�ë?ùÀð

j
ô

�Óð�üÝðQìÝéŒõ‚ð�úÀõcóÂíÝûÑócë?îÛûÉùÀð’üŸ�Œð�êcó™úÀé8ì5ë?ó

" (T j � 1): ,

ì'õcöÝð�î$ë)õ‚êcúy5�ê™ð�ûÉê™ðQó‚ðQìOõŸë‰õcúÀé8ì�éŒñ

T j � 1
ôKõcöÉú•ó½éŒûKð�êŸë‰õcúÀé8ìøê™ðQó™íÉùÀõcó³ú•ì õ™öÝðÛüÝé8íqïÑù•ú•ì�
�éŒñ»õcöqðÛî$ë)õ™ê™úy5þó™ú�­�ð&ú•ìþðoë'
¡ö üÝúÀê™ð�
m�

õcúÀé8ì

�•˜

öÉú•óníÝûÑócë?îÛûÉù•ú•ì�


" (�)
ë?ìÉü�üqé/�ÂìÉócë?î&ûÑù•ú•ì�


# (�)
ìÝéŒõcë)õcúÀéŒìt�Âú•ù•ùKë?ù•ó‚é�ïKð³íÉó‚ðQü

ñtéŒê-ûÉê‚é�—}ð�
�õcúÀé8ìÝóHéŒñAñFíÝì�
�õcúÀé8ìÉó

�

 

úÀõcö�õ™öÉú•óMìqéŒõŸë)õ™úÀé8ì‡ô�
�é8î&ûÑíÝõcú•ì�


g = T f
�qúƒë'ý

�

ÿnó‚ûÑù•úÀõ™óÂë�
�ê‚é8ó™ó-ó]
�ë?ùÀðQóQô

#



ĝ0 = T 0f 0

ĝ1 = [T 1� " (T 0)]f 1

ĝ2 = [T 2� " (T 1)]f 2
ýA�Oÿ

: : : : : : : : :
ĝj = [T j � " (T j � 1)]f j

: : : : : : : : :

»

ófú•ì õcöÝðÕë)ûÉûÑù•ú�
�ë)õ™úÀé8ìøéŒñnõ™öÝðÕíÝócíÉë?ùŽìÝó•�Ëñté?êcî ú•ì

� �

�Ëô•õ‚é'é?ïÉõŸë?ú•ì

gn
ë)ñtõ™ð�ê³ïÑíÉú•ù•üÉú•ì�


õcöÝð
ó‚ð�õ

f ĝ0; ĝ1; : : : ; ĝng;
�Óð
öÑëK�Œðxõ™é�
�é8î&ûÑíÝõ™ð

gn = ĝn+ " (ĝn� 1+ " (ĝn� 2+ " (ĝn� 3 + : : : + (" ĝ0) : : :))) :
ý

�

ÿ

˜

öÝð³éŒê™üÝð�êHéŒñ.õ™öÝðxû•ë)ê‚ðQìOõcöÝðQó‚ðQóHú•ì�õcöÝú•óÓð65qûÉê™ðQó™ó™úÀé8ì�ú•óHðQó™ó‚ð’ì8õcúƒë?ùËôhë)ó-úÀõHú•ìÉüÉú�
�ë)õ‚ðQóÓõcöÝð

éŒêcüqðQê
éŒñHõ™öÝð�ë'
 õ™íÑë?ùjéŒûKð�êŸë)õ™úÀé8ìÉó«�ÂöÉú�
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5é8ì¶õcöÝð‰
�éOë)ê™ó‚ð’ó‚õ

ó™íÝïÑó‚û•ë�
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V 0:
èÉéŒê-ð�5Ýë?îÛûÑùÀð8ôqúÀñAõ™öÝð
ìhíÉî�ï•ðQê-é?ñ�ó]
�ë?ùÀðQó

n = 4;
õ™öÝðQì0ý

�

ÿ òqúÀðQù•üÉó

g4 = ĝ4+ " (ĝ3+ " (ĝ2+ " (ĝ1 + (" ĝ0)))) ;

üÝðQó4
 ê™úÀïÑú•ì�
&õcöÝð
ó‚ðKƒhíÝðQì�
�ðféŒñ�ìqðG
�ðQó™ócë)ê™ò$éŒûKð�êŸë)õ™úÀé8ìÉó

�
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�ËôQõcöÝð ïÑùÀé�
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�ðQó

[T j � " (T j � 1)]
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